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玉鉴*中创造了多种消元程序
!

通过)四元玉鉴*中的具体例子可以清晰地了解朱世杰!四元术"的特征
!

值得注意的是$这
些例子中相当一部分是由几何问题导出的

!

这种将几何问题转化为代数方程并用某种统一的
算法求解的例子$在宋元数学著作中比比皆是$充分反映了中国古代几何代数化和机械化的倾
向

!

杨辉的数学教育理论
我国南宋末年的数学教育家杨辉$在其著作)算法通变本末*上卷中有!习算纲目"一节$提

出了他的数学教育主张$指出了如何学习数学$怎样培养学习者自觉的计算能力等$这是他研
究数学教学方面的重要成果

!

在杨辉的数学学习思想和方法中$有很多值得借鉴的地方$主要体现为%

&

!

'!须责实有"

!

这一学习思想占有很重要的地位
!

他在)日用算法*序中提出%!以乘除加
减为法$秤斗尺田为问"$!用法必载源流$命题须责实有"

!

!须责实有"就是要求数学学习的内
容$必须以社会生产#生活实践中所提出的问题为依据$也是中国古代数学家的优良传统

!

&

"

'循序渐进$步步为营
!

杨辉按他安排的习算计划$先学九九合数即乘法表,次学乘#除,

巩固后再学加减代乘除#求一#九归等,抓住重点学分数运算,温习熟练后$再学开方$还要选读
两本较浅显的读物$作为阶梯

!

这是他通晓数学的特点与规律而亲身实践的学习数学的方法
!

&

#

'精讲多练$注重启发#引导
!

所谓精讲$就是精选典型例题$据例讲清道理的来龙去脉$

启发学生自己触类旁通
!

他在)续古摘奇算法*卷下$海岛题解之中$两次强调!好学君子自能触
类而考$何必轻传"

!

在)田亩比类乘除捷法*卷上$他说%!题繁难见法理$今撰小题验法理$义既
遇$虽用繁题$然可见也"

!
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'熟读精思$算中明理
!

譬如$他要求初学者先!依法术$日下两三问$且未要穷理$但要
知如何发问$作如何用法答题$如何用乘除"

!

!玩味注字$自然开晓"$这是很有见地的学习方
法

!

这种学习法正好适应于中国古代数学的特征
!

因为中国古代数学就是以算为主$算理结合
!

要明其理$必须多算
!
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%

'熟能生巧$融会贯通$灵活运用所学知识
!

譬如开方$共有
'

种开方法$但是它们之间
是有联系的

!

杨辉说%!作一日学一法$用两月演习题目$须讨论用法之源$庶久而无失忘矣
!

"这
就是融会贯通之义,另一方面$杨辉在)乘除通变算宝*卷中$以!定位"为例$告诫初学者$灵活
运用所学知识$并不等于滥用

!

总而言之$杨辉在他的数学教育生涯中$所遵循的数学教育和学习思想$所采用的数学学
习方法不仅在中国古代数学学习史上占有一席之地$而且$对我们现代的数学教育事业也是有
很重要的参考价值的

!

插值法与#招差术$

招差术即高次内插法$是现代计算数学中一种常用的插值方法
!

插值算法在微积分的酝酿
过程中扮演了重要角色

!

在中国$内插法的产生与历法有关$早从东汉时期起$学者们就惯用插
值法来推算日月五星的运动

!

起初是简单的一次内插法$从南北朝到隋朝$历法不断改进$公元
&**

年$隋朝天文学家刘焯$在他的著作)皇极历*中$发明了相当于现代!等间距二次内插法"

的刘焯公式%
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后来$唐朝天文学家僧一行造)大衍历法*$在刘焯内插公式基础上$创立了自变量!不等间
距二次内插法"%
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刘焯的二次内插法比著名的牛顿内插公式早约
!***

年
!

元代天文学家和数学家王恂#郭守敬在其编制的)授时历*中$为精确推算日月五星运行的
速度和位置$根据!平#定#立"三差$创用三次内插公式$这在数学上是重要的创新$同时也把天
文历法的计算工作推进了一大步

!

朱世杰对于这类插值问题作了更深入的研究
!

他在)四元玉
鉴*中成功地把高阶等差级数方面的研究成果运用于内插法$提出了招差公式%
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$并且明确指出公式中各项系
数恰好是
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$/时的三角垛求和公式
!

上述插值公式$在中国数学史上一般称为!招差
术"$其用途并不仅仅限于内插法

!

招差术与垛积术是密切相关的$这两者可以互相推演
!

朱世
杰掌握了三角垛公式$因而易于推导出一般的内插公式

!

相反地$利用招差术$也可解决高阶等
差级数的求和问题

!

因此$朱世杰的垛积招差术$将宋元数学家在这方面的研究成果推进到了
更加完善的地步

!

在欧洲$对招差术首先加以讨论的是英国数学家
4,

格雷戈里&
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此后不久$牛顿得到了现在通称牛顿插值公式的一般结果
!

牛顿插值公式在现代数学和
天文学计算中仍然起着重要的作用

!

朱世杰所发现的公式与牛顿插值公式在形式上和实质上
都是完全一致的$而后者要晚三百多年

!

招差术的创立#发展和应用是中国数学史和天文学史
上具有世界意义的重大成就

!

朱世杰在)四元玉鉴*中也是用招差术来解决高阶等差级数的求和问题$如他在)四元玉
鉴*!如象招数"问$计算招兵数目求得上差

"

#二差
"

"

#三差
"

#

$下差
"

$后$使用了招差公式
!

本题是%!今有官司依立方招兵$初日招方面三尺$次日招方面较多一尺//已招二万三千
四百人//问招来几日("

这里$第一日招兵
#
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人$第二日招兵
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&&$

人$第三日招兵
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人$等等$问几
日共招到
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人(

朱世杰用招差术算出
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$因此如果第
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日的总
人数是
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现在令
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$上式就可转化成
$

的一个四次方程$朱世杰用增乘开方法求得
$&!%!

高次方程的秦九韶法
关于高次方程近似求解的探讨$经历了漫长的历史过程

!

人们很早以前就开始探索方程的
近似求解的问题

!

如巴比伦泥板中的平方表和立方表$它们可被用作解某些特殊的二次和三次
方程

!

在中国古代$方程求解的问题较早得到了相当系统地解决
!

中国古代数学家把解方程的步
骤称为!开方"$约公元前

!

世纪$数学经典著作)九章算术*以算法的形式给出了求二次方程和
某些三次方程根的具体计算程序$使中国关于高次代数方程的近似解法已具雏形

!

公元
'

世
纪$唐初数学家王孝通找到了求三次方程正根的数值解法,

!!

世纪$北宋数学家贾宪在)黄帝
九章算法细草*中首次提出了一种更为简便的!增乘开方法"$成功地解决了三次或三次以上的
高次方程求解问题

!

到了
!#

世纪$南宋著名数学家秦九韶&约
!"*"

-

!"&!

'将增乘开方法推广到高次方程的
一般情形

!

秦九韶在他的代表著作)数书九章*中提出了!正负开方术"$创立了一种高次方程根
的近似计算法$被誉为!秦九韶法"

!

这是通过用一个迭代程序求解任意数字方程的有效算法$

此法可以求出任意次代数方程
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的正根$秦九韶先布列筹式$设
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为方$
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为二廉$可写出各廉$
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为下廉$
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为
隅

!

其中方程系数除了常数项
(

*

外都可正可负$
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则规定总为负
!

解方程时$用十进小数作为
根的近似值

!

!秦九韶法"把高次方程的数值解法推进到一个新的高峰$达到了当时世界数学的
最高水平

!!(!)

年$英国数学家霍纳&
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'正式提出了与秦九韶法演算步骤相
同的算法$后被称为!霍纳法"

!

直到
!($*

年$意大利数学家鲁菲尼&
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'才创
立了一种逐次近似法解决数字高次方程根的近似值问题

!

秦九韶的成就要比鲁菲尼和霍纳早
%**

余年
!

#天元术$和#四元术$

解方程的数学活动$必然引起人们对方程表达形式的思考
!

在这方面$以解方程擅长的中
国古代数学家们很自然也是走在了前列

!

在宋元时期的数学著作中$已出现了用特定的汉字作
为未知数符号并进而建立方程的系统努力

!

这就是以李冶为代表的!天元术"和以朱世杰为代
表的!四元术"

!

所谓!天元术"$首先是!立天元一为某某"$这相当于!设为某某"$!天元一"就表
示未知数$然后在筹算盘上布列!天元式"$即一元方程式

!

与现代代数中的列方程法已相类似
!

元代数学家朱世杰$在秦九韶#李冶之后进一步发明了!四元术"$用消去法解二#三#四次
高次方程组$这些论述都记载在他的著作)四元玉鉴*&成书于

!#*#

年'中
!

!四元术"中的天#

地#人#物四元$相当于现在的
2

#

=

#
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H

$利用消去法逐步降低未知数的次数
!

朱世杰的!四元
术"中利用的方法与后来英国数学家西尔维斯特&

!(!$

-

!()'

年'提出的代入法和消去法类
似$而在西方$最早提出多元高次方程组解法的法国数学家培祖$已是公元

!'')

年的事了
!

符号化是近世代数的标志之一
!

中国宋元数学家在这方面迈出了重要一步$!天元术"和
!四元术"是以创造算法特别是解方程的算法为主线的中国古代数学的一个高峰

!

#招差术$解高阶等差级数
高阶等差级数求和也是)四元玉鉴*的重要内容

!

在招差术方面$朱世杰相当于给出了招差


