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解决了哥尼斯堡七桥问题
!

不过$要弄清欧拉的特有思路$我们还得从!网络"的连通性讲起
!

所谓网络$是指某些由点和线组成的图形$网络中的线弧都有两个端点$而且互不相交
!

如
果一个网络中的任意两点$都可以找到网络中的某条弧线$把它们连接起来$那么$这样的网络
就称为连通的

!

连通的网络简称脉络
!

七桥问题的图形$则不仅是网络$而且是脉络0

网络的点如果有奇数条的弧线交汇于它$这样的点称为奇点
!

反之$称为偶点
!

欧拉注意到$对于一个可以!一笔画"画出的网络$首先必须是连通的,其次$对于网络中的
某个点$如果不是起笔点或停笔点$那么$交汇于这样点的弧线必定成双成对$即这样的点必定
是偶点0

上述分析表明%网络中的奇点$只能作为起笔点或停笔点
!

然而$一个可以一笔画成的图
形$其起笔点与停笔点的个数$要么为

*

$要么为
"!

于是$欧拉得出了以下著名的!一笔画原
理"%

!网络能一笔画画成必须是连通的$而且奇点个数或为
*

$或为
"!

当奇点个数为
*

时$全部
弧线可以排成闭路

!

"

七桥问题的奇点个数为
$!

因而$要找到一条经过七座桥$但每座桥只走一次的路线是不
可能的0

欧拉对!七桥问题"的研究是图论研究的开始$同时也为拓扑学的研究提供了一个初等的
例子

!

欧拉的成果不应是单纯把它作为数学游戏$重要的是应该知道他怎样把一个实际问题抽
象成数学问题

!

研究数学问题不应该为!抽象而抽象"$抽象的目的是为了更好的#更有效的解
决实际产生的问题$欧拉对!七桥问题"的研究就是值得我们学习的一个样板

!

欧拉对三角学的研究
!(

世纪以后$对三角学的研究以瑞士著名数学家欧拉&

!'*'

-

!'(#

'为最突出$他的名著
)无穷分析引论*仅就三角学来说$也具有划时代的意义

!

欧拉的主要贡献有%他首先提出三角
函数是对应的函数线与圆半径的比值$而在这以前一直是把线段的长作为三角函数的$并且$

他令圆的半径为
!

$使三角学研究大为简化
!

欧拉引入了弧度制$他认为如果半径是一个单位$

那么半圆弧长就是
!

$它对的圆心角的正弦是
*

$即
A02

!

&*!

引进弧度制后$将度量直线段和圆
弧的单位统一起来$大大简化了三角公式和计算

!

欧拉还发现了著名的公式&也称欧拉公式'%
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$把三角函数和指数函数联系起来
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并导出展开式%
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欧拉的工作$使三角学从静态地研究三角形解法的束缚下解放出来$成为用三角函数反映
客观世界运动或变化过程的一个分析学的分支$这样一门具有广泛理论意义和实用价值的三
角学就建立起来了

!

历史上的欧拉定理
历史上的欧拉定理是关于网络的顶点数#弧数#面数三者之间的一个恒等关系式

!
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设网络的顶点数为
+

$网络的弧数&这里通常把它称为边数'为
J

$面数&也就是由边围成
的区域的个数'为

O

$则有
+"J'O&!!

这是由大数学家欧拉&

.,M7E/<

$

!'*'
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'在
!'%"

年首先发现的$故称之为欧拉定理
&公式'

!

该定理是关于网络的一个特别有用的定理$是图论发展中的一个基本公式
!

在拓扑学
中$它提供了一个基本的不变量$用这个定理还可以证明四色定理

!

欧拉在当时关心的主要还是多面体$而不仅是平面上的网络
!

即对于任意封闭的凸多面
体$恒有顶点数

+"

棱数
J'

面数
O&"

$当凸多面体经过任意的变换时$公式仍然成立$该定
理被作为历史上关于拓扑学的第一定理

!

上述两个公式在本质上是相同的
!

事实上$若从多面体上挖掉一个面$然后将剩下的表面
作拉伸#压缩等连续变形&拓扑变换'$摊开在一张平面上$那么$多面体的原来的边就将形成一
个连结原来的顶点的网络$它所包含的顶点数#弧数$仍分别与原来多面体的顶点数和棱数一
样多

!

所不同的是$网络所包含的面数$比原来多面体的面数少
!!

反过来$如果有一个平面网
络$总可以将它!撑"成缺少一面的多面体

!

正是这个缺少了的面解释了平面网络公式与多面体
公式的差别

!

故在通常情况下$取欧拉公式的形式为%

+"J'O&"!

欧拉定理作为一个重要的数学史实$在当今的中学数学教育中占有重要地位
!

在教学中应
充分发挥它的作用

!

中学几何主要是研究从二维空间到三维空间的点#线#面#体及其各种空间
关系$欧拉定理可以说是整个平面几何和空间几何的基础

!

可以将欧拉定理应用在平面几何的教学中
!

欧拉定理可以作为关于平面分割的重要定理$

可引导学生发现并更好地理解平面几何中点#线#面之间的关系
!

在学生理解欧拉定理的基础上$可以引导学生对欧拉定理用数学归纳法证明
!

这是中学生
需要掌握的数学证明方法

!

图
&##

欧拉定理的证明%

对
O

用数学归纳法
!
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'当
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块时$如图
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&
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'$这时
+&J&$

$故有
+"J'O&$"$'":"

$公式成立
!

"

'假设
O&@

块时成立$我们要证明对于有
O&@'!

块区域的多边形$该公式也成立
!

现
在假定对如图
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'中实线围成的平面图形区域
4

有
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块$它满足欧拉公式
+"J'O&"!

现要延展这个多边形图到一个新的图$而这时平面的块数是
@'!!

可任意假设增加
E

个
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,

!

L

$

,

"

L

$

,

#

L

$/$

,

E

L

$相应地增加了
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条边
!

故这个新图是由原来的图
4

添上
E

个新的顶点$以及由
E'!

条边组成的弧把
4

图的二个顶点
,

R
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S

联结起来而成的
!

现在令
新图的顶点数为
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$边数为
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'知欧拉公式是恒成立的
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欧拉公式的证明提供了一种在图论和四色问题的研究中都很有用的研究方法
!

五种正多面体
我们熟知的五种正多面体是正四面体#立方体#正八面体#正十二面体和正二十面体$它们

的顶点#棱#面的数目列表如下%

多面体名称 顶点数 棱数 面数
正四面体

$ & $

立方体
( !" &

正八面体
& !" (

正十二面体
"* #* !"

正二十面体
!" #* "*

对以上的结论进行推广同时将方法进行类比$再应用欧拉定理$我们就不难得到如下一条
定理

!

定理%所有面都是同边数的多边形$所有多面角都是同棱数的多面角的多面体只有
%

种
!

证明%设从该多面体的每一顶点发出
E

条棱$有
+

个顶点$共发出
E+

条棱
!

由于每一条
棱都有两个端点$故得
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设每一个面都是
$

边形$即有
$

条棱$

O

个面$共有
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条棱$但每条棱又都是相邻两个面
的边$故得
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从而对应的多面体只有
%

种%四面体#六面体#八面体#十二面体和二十面体
!

另外$由于欧拉公式只涉及多面体表面顶点#棱和面的数目$而与多面体内部无关$因此$

可以就多面体的表面---闭多面形$来讨论欧拉定理的推广与应用$欧拉定理的适用范围可以
再扩大

!

高斯正
!'

边形尺规作图
!')%

年高斯进入哥廷根大学$因为他在语言和数学上都极有天分$为了将来是要专攻古
典语文还是数学苦恼了一阵子

!

到了
!')&

年$

!'

岁的高斯得到了一个数学史上极重要的结
果

!

最为人所知$也使得他走上数学之路的$这就是正
!'

边形尺规作图之理论与方法
!

希腊时代的数学家已经知道如何用尺规作出正
"

E

3#

$

3%

7边形$其中
E

是正整数$而
$

和
7

只能是
*

或
!!

但是对于正
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边形的尺规作图法$两千年来都没有人知道
!


